Pavages, arbres et labyrinthes

aléatoires

Nous donnons un apercu de quelques développements récents concernant le
comportement a grande échelle de pavages aléatoires ou de labyrinthes aléatoires. On
répond ainsi a des questions d’apparence simple : si I'on choisit au hasard (parmi les
nombreuses possibilités) un pavage d’un grand domaine par des dominos 2 x 1,

que peut-on dire ? Y a-t-il une limite continue ?

’étude a grande échelle de systemes formés d’une

multitude de composantes microscopiques aléa-

toires constitue 1'une des problématiques fonda-
mentales de la physique statistique ainsi que du calcul
des probabilités. Souvent, on souhaite évaluer une gran-
deur macroscopique qui décrit ce systeme (qui peut étre
une somme ou une moyenne, comme la magnétisation
globale ou la pression). Cela peut étre compliqué, en par-
ticulier lorsque les composantes interagissent fortement
entre elles.

Deux cas peuvent se produire lorsque la taille du sys-
teme devient grande. Dans le premier, 1’observable
macroscopique devient déterministe. En d’autres termes,
on tend a observer toujours une valeur donnée x (avec une
probabilité grande, on observe une valeur proche de x).

L’exemple le plus simple est celui de n variables aléa-
toires X1, ..., X, indépendantes qui prennent chacune
les valeurs 1 et —1 avec probabilité 1/2 (en d’autres
termes, on tire n fois a pile ou face et X, vaut —1 ou 1
suivant si le résultat du n-ieme lancer est pile ou face). La
moyenne (X1 +---+ X,,)/n des n valeurs observées
(qui est reliée a la proportion du nombre d’observations
« face ») est en fait proche de zéro. C’est la loi des
grands nombres. Plus généralement, dans des systemes
physiques, les grandeurs thermodynamiques (comme par
exemple la pression) peuvent étre vues comme une quan-
tité (déterministe) mesurée a partir du mouvement désor-
donné (aléatoire) d’une multitude de particules (c’est la
base de la physique statistique).

1l se peut aussi que la quantité observée a grande échelle
soit elle-méme aléatoire. On peut malgré tout la décrire par
I’intermédiaire de sa distribution. Dans 1’exemple ci-des-
sus, on sait que lorsque n tend vers l’infini, la loi de
(X1 4+ -+ X,)/+/n tend vers une loi gaussienne. En
d’autres termes, pour tout a < b fixés, la probabilité pour
que la quantité aléatoire (X1 + - - - + X,)/+/n tombe dans
Iintervalle (a,b) devient de plus en plus proche de
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Qm)~1/2 fab e 12dx. Cest le théoréme de la limite cen-
trale. On peut le généraliser en disant que la trajectoire
d’une marche aléatoire trés longue convenablement renor-
malisée ressemble a une courbe continue aléatoire, le
mouvement brownien.

Mis a part le mouvement brownien et les objets
(comme les solutions d’équations différentielles stochas-
tiques) qui lui ressemblent, on connait en fait trés peu
d’exemples pour lesquels on est capable de décrire
mathématiquement un comportement macroscopique
aléatoire. En particulier, la modélisation de systemes ou
les composantes microscopiques ne sont pas indépen-
dantes (qui constitue la majorité des phénomenes aléa-
toires autour de nous : on peut par exemple penser a la
forme d’un nuage) pose des problemes.

Récemment, dans un cadre assez particulier, les mathé-
maticiens ont commencé a étre capables d’appréhender
de tels comportements aléatoires. Il s’agit de I’étude de
systemes aléatoires bidimensionnels dits « critiques »
pour lesquels les physiciens théoriciens avaient depuis
une vingtaine d’années prédit un comportement macro-
scopique aléatoire particulierement intéressant (en parti-
culier leur « invariance conforme »). Il y a eu ces der-
nieres années de nombreux travaux sur ce sujet (I’étude de
la percolation critique, les marches aléatoires en dimen-
sion 2, etc.) mais nous ne nous focaliserons dans cet
article que sur un modele particulier qui entre dans ce
cadre. En fait, ce modele peut étre formalisé de quatre
manieres équivalentes que nous allons décrire maintenant.

PAVAGE PAR DOMINOS

Le modele est élémentaire. On se donne un carré
N x N ol N est un nombre pair. On dispose d’une boite
contenant N2/2 dominos de taille 2 x 1. On choisit alors
au hasard (uniformément parmi toutes les solutions pos-
sibles, qui sont nombreuses si N est grand) un recouvre-
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Encadré 1

Supposons qu’un domaine ouvert plan D contenant I’origine
0 soit donné (par exemple un carré), et considérons une
marche aléatoire simple sur la grille carrée de maille §, issue
de O et arrétée au premier instant N ou elle quitte D. En
d’autres termes, a chaque pas, la marche bouge de § dans
l'une des quatre directions cardinales choisie au hasard. Elle
part de I’origine et s’arréte lorsqu’elle quitte D. Lorsque

& — 0, la loi de la trajectoire de la marche aléatoire converge
vers celle d’une trajectoire y continue aléatoire : celle d’un
mouvement brownien plan issu de 0 et arrété au premier ins-
tant de sortie de D. Paul Lévy a observé que si ® est une
transformation conforme (i.e. une bijection qui préserve les
angles) du domaine D dans le domaine D' telle que

®(0) =0, alors ©(y) est la trajectoire d’'un mouvement
brownien arrété lorsqu’il quitte D’ : ¢’est 'invariance
conforme du mouvement brownien plan.

LE MOUVEMENT BROWNIEN PLAN

Figure - La trajectoire d’une longue marche aléatoire.
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Figure 1 - Un pavage d’un carré 6 x 6.

ment du carré par ces dominos. C’est un pavage aléatoire.
La figure 1 représente un pavage d’un carré de coté 6, ou
I’on a également colori€ le carré a la maniere d’un échi-
quier (cases jaunes et cases blanches).

ARBRES

Il existe une bijection naturelle entre I’ensemble des
pavages du carré N x N et un certain ensemble
d’« arbres » que nous allons maintenant décrire. Suppo-
sons que I’on indice les petits carrés (de 1’échiquier) par
leurs coordonnées cartésiennes, de sorte que le petit carré
en bas a gauche a pour coordonnées (0, 0) alors que celui
en haut a droite a pour coordonnées (N — 1, N — 1). On
s’intéresse au graphe plan formé par tous les points a
coordonnées paires dans le carré, auquel on rajoute un
point « extérieur » au carré qui est relié a tous les points
d’abscisse ou d’ordonnée égale a N — 1. On dit qu'un
sous-graphe de ce graphe est un arbre s’il n’a qu’une
composante connexe, mais pas de cycle. On peut le
représenter comme nous 1’avons fait a la figure 2 (c’est le

Figure 2 - Le pavage et les arbres associés.

graphe noir) sous la forme d’une famille de petits arbres
disjoints attachés aux bords droit et supérieur du carré.
Cet ensemble d’arbres est en fait en bijection avec I’en-
semble des pavages : si un tel arbre est donné, on dispose
des dominos le long des chemins partant des points pairs
en direction de I’extérieur. On a ainsi disposé N2/4
dominos (il y en a un par point pair du carré). Puis on
complete le pavage de I’unique facon possible avec les
N?/4 dominos « restants ». En observant la figure, on
constate un phénomene de dualité : on aurait pu aussi
étudier I’arbre « dual » qui y est dessiné en jaune (qui
joint les points a coordonnées impaires aux bords infé-
rieur et gauche). On aurait commencé par disposer les
N?/4 dominos « restants » et complété le pavage avec
les dominos qui vont le long de 1’arbre noir.

LABYRINTHES

Une troisieme manicre de coder le pavage se fait par
I’intermédiaire du labyrinthe qui passe « entre » 1’arbre
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Figure 3 - Le pavage 6 x 6, les arbres et le labyrinthe associés.

noir et son dual jaune. Plus précisément, on peut tracer le
contour de I’arbre noir (qui est aussi le contour de I’arbre
jaune) c’est-a-dire I’ensemble des points a égale distance
des graphes noirs et jaune. C’est un chemin qui part du
coin supérieur gauche du carré pour finir au coin infé-
rieur droit. Notons que ce chemin passe par tous les
points constituant les coins des petits carrés de 1’échi-
quier et qu’il n’a pas de point double. Inversement, si un
tel chemin est donné, il est facile de lui associer un arbre
dont il est le contour : il y a bien une bijection entre 1’en-
semble de ces chemins couvrants et 1’ensemble des
arbres (et donc aussi I’ensemble des dominos).

MARCHES A BOUCLES EFFACEES

Comment choisir au hasard et uniformément un
pavage aléatoire d’un carré ? Le nombre de pavages d’un
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Figure 4 - Un pavage 16 x 16, ’arbre noir, son dual jaune. Le début du
labyrinthe est en rouge, la fin en vert.

carré N x N croit exponentiellement avec N2 de sorte
qu’il est difficile d’énumérer tous les pavages et d’en
choisir un au hasard. Il existe plusieurs algorithmes beau-
coup plus rapides qui permettent de construire un tel
pavage aléatoire. Le plus performant est di a David Wil-
son et démontre un lien étonnant entre les arbres aléa-
toires et les marches aléatoires a boucles effacées.

Définissons maintenant ces marches a boucles
effacées : supposons qu’un marcheur parte d’un point a du
carré. On se donne aussi un ensemble B de points du carré.
A chaque pas, le marcheur choisit au hasard I’'un de ses
voisins (s’il est sur le bord du carr€, il peut y avoir moins
de quatre voisins) et s’y déplace. Lorsqu’il atteint B (soit
b le point ou il atteint B), il s’arréte. A partir de la trajec-
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Figure 5 - (a). Figure 6 - (b).

Figure 7 - (¢).

Figure 8 - (d). Figure 9 - (e).
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toire du marcheur de a au point b € B, on construit une
trajectoire sans points doubles de 1la maniere suivante : on
efface de maniere chronologique les boucles effectuées par
le marcheur au fur et a mesure qu’elles apparaissent. La
courbe aléatoire de a a B ainsi obtenue s’appelle la
marche aléatoire a boucles effacées de a a B.

Décrivons maintenant 1’algorithme de Wilson qui
montre en particulier que les branches d’un arbre aléatoire
uniforme sont en fait distribuées comme des marches a
boucles effacées. On construit 1’arbre de maniere récur-
sive. On se donne un ordre quelconque (x1, ..., x,) des
points dans le carré et on note L la réunion des bords
supérieur et droit du carré. On définit alors une marche
aléatoire a boucles effacées y; (dans le carré) de x; a L.
On pose L1 = y; U Lg. Puis, on définit une marche aléa-
toire y» a boucles effacées de x a L1 (si xp est déja sur
L1, alors y» est de longueur nulle). Par récurrence, pour
tout j, on définit une marche aléatoire a boucles effacées
yjdexjaL;_jetonpose L; = L;_1 U y;. Par définition,
L, est un arbre qui passe par tous les points xp, ..., Xj.
Wilson a démontré que sa loi est en fait celle d’un arbre
aléatoire uniforme. Les figures 5 a 10 illustrent Ia
construction dans le cas du carré lorsque Lg est la réunion
du bord droit et du bord supérieur.

LE NOMBRE DE POINTS

On se pose la question suivante : considérons que N
est tres grand. Choisissons le point A au centre du carré
(par exemple). Sur I’arbre aléatoire uniforme, il existe un
unique chemin (sans point double) reliant A au bord du
carré (c’est-a-dire a la partie Lo supérieure/droite du
bord du carré). L’ algorithme de Wilson nous dit que cette
courbe est distribuée comme une marche aléatoire a
boucles effacées dans le carré de A a Ly. On veut
connaitre ’ordre de grandeur de la longueur de cette
courbe. On sait d’apres le théoréme central limite
qu’avant I’effacement des boucles, 1’ordre de grandeur
du nombre de pas de la marche aléatoire est N2. Com-
bien (typiquement) en restera-t-il apres ? En exploitant le
lien avec les pavages par dominos et par des considéra-
tions assez compliquées, il est possible de montrer que la
moyenne de la longueur de cette marche a boucles effa-
cées est de I’ordre de N°/*, ce qui confirme des prédic-
tions effectuées par les physiciens théoriciens (dans ce
cas précis, Satya Majumdar ; des exposants étroitement
reliés ont été prédits par Bertrand Duplantier).

STATISTIQUES LOCALES

Dans une configuration aléatoire de dimeres, on peut
se poser la question de connaitre la probabilité de trouver
un certain motif en un point donné. Par exemple, quelle
est la probabilité de trouver un domino couvrant a la fois
la case (x, y) etlacase (x 4 1, y)? Cette probabilité vaut
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Figure 11 - Un pavage et ses motifs en forme de L.

1/4, car le domino qui couvre la case (x,y) a des
chances égales de couvrir les quatre cases adjacentes. En
revanche, la probabilité de trouver un motif composé de
plusieurs dominos différents peut avoir une expression
plus compliquée. Par exemple, la probabilité de trouver
dans une configuration aléatoire un domino couvrant
(x,y) et (x+1,y) et en méme temps un domino cou-
vrant (x,y+ 1) et (x,y+2) (un motif en ‘L’) vaut
1/4m. Dans la figure 11, on voit une configuration aléa-
toire ou les motifs de ce type ont été coloriés. Ces motifs
couvrent en moyenne une fraction 1/ de 1’aire.

LA LIMITE CONTINUE ?

Les deux résultats exposés ci-dessus (le nombre de
points et les statistiques locales) se démontrent en utili-
sant comme point de départ le fait qu’il est possible d’ex-
primer le nombre de pavages d’un domaine via des déter-
minants, dont on peut ensuite évaluer le comportement
asymptotique. Ces calculs donnent des informations pré-
cises concernant le comportement en moyenne de cer-
taines quantités (le nombre moyen de points sur une
marche a boucles effacées, le nombre moyen de configu-
rations d’une forme donnée).

On peut essayer de maniere complémentaire de com-
prendre 1’objet aléatoire qui serait la limite d’échelle
(donc continue) des labyrinthes aléatoires et des marches
a boucles effacées lorsque I’on fait tendre la maille du
réseau vers 0.

L’algorithme de Wilson montre que I’étude asympto-
tique de la loi des pavages aléatoires (ou des laby-
rinthes/arbres aléatoires) lorsque N — oo est tres étroi-
tement reliée a 1’étude du comportement des tres longues
marches a boucles effacées. Il serait naturel de penser
que la limite des marches aléatoires a boucles effacées
devrait etre une courbe brownienne a boucles effacées.
Cependant, les trajectoires browniennes ont une géomé-
trie extrémement compliquée (il y a par exemple des
points de multiplicité infinie), de sorte qu’il n’est pas
possible de simplement effacer les boucles dans 1’ordre
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chronologique sur une trajectoire brownienne, puisqu’il
n’y a pas de « premiere » boucle a effacer (sur tout inter-
valle de temps, le mouvement brownien fait déja une infi-
nité de boucles). Il ne semble donc pas possible de défi-
nir la limite des marches a boucles effacées en partant
d’un mouvement brownien plan. Il faut trouver une autre
méthode pour décrire cet objet (et montrer la conver-
gence du discret au continu).

LA LIMITE CONTINUE !

En fait, il est possible de construire et de décrire les
objets continus qui sont la limite du labyrinthe uniforme
et de la marche aléatoire a boucles effacées lorsque la
maille du réseau tend vers 0. Ces objets sont construits en
combinant des outils d’analyse complexe (I’équation de
Loewner) et des idées probabilistes. Oded Schramm a
introduit en 1999 cette classe de processus et il a été
prouvé en 2002 qu’ils sont effectivement la limite
d’échelle de ces deux modeles. Comme on peut s’y
attendre, la limite des marches a boucles effacées est une
courbe aléatoire de dimension de Hausdorff 5/4 (mais
c’est difficile a prouver). Elle s’appelle 1’évolution de
Schramm-Loewner (SLE) de parametre 2. On peut I'in-
terpréter comme étant un mouvement brownien a boucles
effacées (malgré la difficulté expliquée plus haut) : en
effet, en lui rajoutant des « boucles browniennes », on
peut reconstruire un mouvement brownien plan.

La courbe de Peano aléatoire converge quant a elle
vers le SLE de parametre 8. Puisqu’il est la limite
d’échelle des labyrinthes aléatoires, on peut heuristique-

Figure 12 - Le début d’un grand labyrinthe aléatoire.

ment décrire ce processus comme étant une courbe de
Peano aléatoire choisie de maniere uniforme parmi toutes
les courbes de Peano. Il se trouve que cette mesure se
concentre en fait sur des courbes particulieres : la fron-
tiere du domaine recouvert apres un certain temps a tou-
jours une dimension de Hausdorff égale a 5/4.

INVARIANCE CONFORME

Afin de simplifier I’exposé, nous nous sommes focali-
sés sur le cas du pavage d’un carré. En fait, on aurait pu
choisir une forme quelconque, ¢’est-a-dire un domaine D
simplement connexe (disons borné) du plan. On se donne
a et b deux points distincts du bord de D (qui jouent le

Encadré 2

On cherche une courbe aléatoire (y;,t 2 0) infinie issue de 0
dans le demi-plan supérieur H. A chaque instant t, on associe
a la courbe la transformation conforme f; de H \ y|0, t] dans
H telle que f;(y;) =0 et f;(2) ~ z lorsque z — 00. On veut
qu’étant donné y |0, t], la loi du futur f;(y[t, 00)) soit
distribuée comme une copie indépendante de y. En outre, on
impose une condition de symétrie : la loi de y est symétrique
par rapport a I’axe imaginaire. Alors, la théorie développée
par Charles Loewner dans les années 1920 pour étudier les
propriétés des fonctions univalentes, peut étre utilisée pour
montrer que f; (modulo un changement de temps approprié)
vérifie I'équation df;(z) = /kd B, + 2dt/f;(z) o B est un
mouvement brownien unidimensionnel. Cette équation carac-
térise en fait y et définit le SLE de parametre k qui va de 0 a
Uinfini dans H. Par transformation conforme, cela permet de
définir les SLE joignant deux points du bord d’un domaine
plan simplement connexe (comme par exemple les deux coins
opposés d’un carré) : on considere la courbe aléatoire ¢ (y)

LE PROCESSUS DE SCHRAMM

forme » sur les courbes simples). 1l est en fait conjecturé que

ot ¢ est une transformation conforme de H dans D qui
envoie 0 et l'infini sur deux points donnés du bord de D.

1l se trouve que le paramétre k a une grande influence sur les
propriétés de la courbe y ainsi définie. Il a été

récemment démontré (mis a part les cas k =2 et k = 8
détaillés dans cet article) que le SLE de paramétre 6
correspond a la limite d’échelle des interfaces d’un modele
de percolation critique (c’est un travail de Smirnov). La
valeur importante k = 8/3 correspond a la frontiére exté-
rieure de trajectoires browniennes planes et d’amas de perco-
lation critique, et devrait en outre correspondre a la limite
des marches aléatoires auto-évitante (ce serait la loi « uni-

chaque valeur de k (au moins dans ’intervalle [2, 8]) corres-
pond a la limite d’échelle de modéles discrets issus de la phy-
sique statistique.

Par exemple k = 16/3 devrait étre relié au modeéle d’Ising.
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role des coins du carré précédent). Alors, pour chaque
valeur de § (petite), on choisit une approximation adé-
quate Ds de D N8Z2, et deux points as et by approxi-
mant a et b dans ce graphe. On considere alors un laby-
rinthe ys de as a bs (i.e. un pavage ou un arbre) aléatoire
dans Dj.

Il apparait (et c’est en fait fondamental pour montrer
la convergence dans le cas du carré) que la loi de ys
converge lorsque § — O vers celle d’une courbe de
Peano aléatoire (continue) de a a b dans D. Cette courbe
ala méme loi que I'image de la courbe de Peano aléatoire
dans le carré par une application conforme & du carré
dans D qui envoie les coins (inférieur gauche et supérieur
droit) du carré sur a et b. L’objet limite est invariant
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conforme. C’est ce qui permet de le définir (dans I’enca-
dré 2) d’abord dans le demi-plan supérieur et ensuite
dans tout domaine D en prenant son image par transfor-
mation conforme.

Ces problemes ont aussi un rapport avec d’autres
domaines des mathématiques. On peut par exemple mon-
trer que le SLE de parametre « = 2 est relié a certaines
représentations de plus haut poids de I’algébre de Lie des
champs de vecteurs sur le cercle. Comme les physiciens
théoriciens 1’avaient prédit, ces modeles de prime abord
élémentaires sont en fait profonds et relient des domaines
mathématiques a priori disjoints (analyse complexe,
combinatoire, probabilités, représentations).
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