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CRYPTOGRAPHIE PHYSIQUE

Les jeux quantiques sont des expériences de pen-
sée destinées à mettre en évidence les effets de
la mécanique quantique sur l’information. Dans
cet article, nous nous intéresserons à l’un de ces
jeux en particulier, dans lequel deux joueurs,
Alice et Bob, élaborent ensemble une stratégie
commune pour gagner le jeu, puis sont sépa-
rés et questionnés par un maître du jeu. Leurs
réponses déterminent leur gain commun. L’ob-
jectif des physicien en inventant ces « jeux » est
de montrer que les stratégies possibles dans le
monde de la physique classique peuvent être
battues en exploitant les effets quantiques.
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Nous allons chercher à comprendre comment cela est
possible dans le cas du jeu CHSH (inventé par Clauser,
Horne, Shimony et Hett). La physique quantique va nous
amener à faire un peu de géométrie complexe, c’est-à-
dire à nous placer dans des espaces dont les coordonnées
peuvent prendre des valeurs complexes. Le but de cet
article est de montrer comment les nombres complexes,
inventés par les algébristes du XVIe siècle, se mettent au
service du physicien d’aujourd’hui.

Nous allons montrer qu’une stratégie classique dé-
terministe permet de gagner à ce jeu dans 75% des cas
tandis qu’une stratégie quantique permet d’améliorer ce
score et de gagner dans plus de 85% des cas !

Avant-propos

Nous voulons utiliser les règles de la mécanique quan-
tique dans le traitement de l’information. Le lien entre
la mécanique quantique et la théorie de l’information
apparaît à partir de l’observation suivante. L’unité mi-
nimale d’information dans un ordinateur est le bit, qui
peut adopter seulement deux valeurs : soit 0 soit 1. Nous
pouvons penser à introduire un « bit quantique », un qubit.
Il devra suivre les règles de la mécanique quantique. En
particulier, le principe de superposition permettrait au qubit
d’adopter une infinité d’états possibles et non seulement
0 ou 1. L’état du qubit dans la réalité est indéterminé,
mais lors d’une mesure explicite, nous le forcerions à se
définir soit en 0 soit en 1. De manière générale, un qubit a
une certaine probabilité 𝑝 de valoir 1 et une probabilité
1 − 𝑝 de valoir 0. Nous allons voir comment Alice et Bob
vont utiliser ce phénomène afin d’élaborer une stratégie
quantique pour le jeu CHSH.

Un autre phénomène de la mécanique quantique
qu’Alice et Bob vont exploiter pour la conception de leur
stratégie quantique est l’enchevêtrement quantique (termi-
nologie introduite par Schrödinger). Ce phénomène est
interprété comme une apparente communication entre Alice
et Bob pendant le jeu quantique malgré la séparation des
joueurs. L’origine physique de cette observation se trouve
dans le paradoxe EPR (introduit par Einstein, Podolsky
et Rosen). Le paradoxe met en évidence qu’en physique
quantique mesurer telle information sur une particule
permet d’obtenir instantanément et indépendamment des
distances une information sur une autre particule, ce qui
contredit le fait que rien ne va plus vite que la vitesse de
la lumière !

Pour ce qui concerne la mécanique quantique, ses
principes et ses rapports avec la théorie de l’information
nous renvoyons aux excellents articles [1-3] de Stephan
De Bièvre.

Le jeu CHSH

Le jeu CHSH est considéré comme un précurseur du
calcul quantique. En effet, en utilisant cette expérience
de pensée, on peut se questionner sur l’utilité de la méca-
nique quantique pour améliorer les tâches de traitement
de l’information. Cette perspective impose une séparation
conceptuelle entre la tâche en soi (qui est toujours clas-
sique) et les méthodes ou la stratégie pour la résoudre
(qui peut être quantique).

L’idée générale du jeu est la suivante. Alice et Bob
se placent dans deux salles séparées de sorte qu’ils ne
peuvent pas communiquer. Rappelons qu’un bit est
l’unité minimale d’information qui peut valoir soit 0 soit
1. L’arbitre envoie à chacun un bit, disons 𝑥 et 𝑦 respecti-
vement. Ces bits sont choisis de manière aléatoire et ils
représentent les questions de l’arbitre. Ensuite, Alice et
Bob doivent chacun répondre en transmettant un autre bit
à l’arbitre, disons 𝑎 et 𝑏, respectivement. La règle pour ga-
gner le jeu, c’est-à-dire la condition de réussite d’Alice et
Bob est que les bits-questions 𝑥 et 𝑦 avec les bits-réponses
𝑎 et 𝑏 doivent vérifier les conditions suivantes :

— si 𝑥 ou 𝑦 est le bit 0, alors 𝑎 et 𝑏 doivent être égaux ;
— si 𝑥 = 1 et 𝑦 = 1, alors 𝑎 et 𝑏 doivent être différents.

En utilisant la règle d’addition des bits, nous pouvons
coder ces deux conditions avec l’équation suivante 𝑎+𝑏 =
𝑥𝑦. Rappelons que les bits s’additionnent entre eux de la
manière suivante :

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Afin de gagner le jeu, Alice et Bob ont le droit de
se mettre d’accord en amont sur une stratégie à suivre
et ils peuvent partager des informations communes dès
le départ afin de concevoir une stratégie conjointe. En
pratique, l’information commune qu’Alice et Bob vont
partager n’est pas quelque chose de tangible ; ce n’est pas
non plus une donnée explicite de la part du maître du
jeu. Il s’agit plutôt d’une conséquence des règles de la
mécanique quantique, notamment de l’enchevêtrement
quantique.

Formalisation mathématique du jeu

Décrivons ce jeu de manière plus mathématique.
Toutes les questions et réponses du jeu étant des bits,
elles appartiennent à l’ensemble {0, 1}. Notons 𝐼𝐴 et 𝐼𝐵
les ensembles des questions pour Alice et Bob. De même
notons 𝑂𝐴 et 𝑂𝐵 les ensembles respectifs des réponses
d’Alice et Bob. On a donc

𝐼𝐴 = {0, 1}, 𝑂𝐴 = {0, 1}, 𝐼𝐵 = {0, 1}, 𝑂𝐵 = {0, 1}

Dire que l’arbitre choisit de manière aléatoire unifor-
mément et indépendamment les bits qu’il envoie à Alice
et à Bob, signifie qu’il utilise la loi de distribution uni-
forme sur 𝐼𝐴 × 𝐼𝐵. Autrement dit, l’arbitre sélectionne une
question pour Alice et une autre pour Bob de manière
aléatoire et chacune des questions a la même probabilité
de se réaliser.

La règle pour gagner le jeu CHSH se traduit en disant
que

— si (𝑥, 𝑦) ∈ {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, alors il faut 𝑎 = 𝑏 ;
— si (𝑥, 𝑦) ∈ {(1, 1)}, alors 𝑎 ≠ 𝑏.

Nous allons encoder cette règle avec une fonction ma-
thématique, disons 𝑅. La fonction 𝑅 est une fonction à
quatre variables : les deux questions envoyées par l’arbitre
à Alice et Bob et les réponses respectives. La fonction 𝑅
prend deux valeurs : 1 si Alice et Bob ont gagné ou 0
sinon. Plus précisément, si Alice et Bob répondent respec-
tivement les bits 𝑎 et 𝑏 après avoir reçu respectivement
les questions 𝑥 et 𝑦, alors Alice et Bob gagnent le jeu
avec la paire de réponses (𝑎, 𝑏) étant donnée la paire de
questions (𝑥, 𝑦), c’est-à dire 𝑅(𝑎, 𝑏 | 𝑥, 𝑦) = 1, si 𝑎 + 𝑏 = 𝑥𝑦.
Sinon, Alice et Bob perdent le jeu avec la paire de réponses
(𝑎, 𝑏) étant donnée la paire de questions (𝑥, 𝑦), c’est-à dire
𝑅(𝑎, 𝑏 | 𝑥, 𝑦) = 0.

Stratégie classique

Alice et Bob peuvent mettre en place deux types de
stratégie commune avant d’être questionnés par le maître
du jeu. Le premier type de stratégie consiste à répondre
complètement au hasard aux questions, quelles qu’elles
soient, en espérant que les réponses données conduisent à
la victoire. Mais l’on sent bien que cette stratégie est pour
lemoins... hasardeuse (on pourraitmême se demander s’il
s’agit véritablement de stratégie, qui est l’art de coordon-
ner ses actions en vue d’atteindre un but). Le second type
de stratégie consiste au contraire à donner une réponse
obéissant à des règles précises. Par exemple, répondre
toujours 1 quelle que soit la question, ou bien donner
une réponse en fonction de la question posée (comme
répondre le même bit que celui envoyé dans la question).
Ce second type de stratégie est appelé stratégie classique
(ou déterministe). Contrairement au type de « stratégie
hasardeuse » précédent, il nécessite l’élaboration d’un
algorithme. La question que doivent se poser Alice et Bob
est : quel algorithme de réponses à donner maximise les
chances de gagner?

Décrivons une telle stratégie classique de manière
plus mathématique. D’une part, le bit-réponse d’Alice
sera une fonction de son bit-question 𝑓 (𝑥). D’autre part, le
bit-réponse de Bob sera une fonction de son bit-question
𝑔(𝑦). La question est donc : quelles sont les meilleures
fonctions pour avoir 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑦) = 𝑥𝑦 le plus souvent
possible?

Étant donné que les questions sont des bits, c’est-à-dire
𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1}, il y a plus de possibilités que les questions
soient telles que 𝑥𝑦 = 0 qu’elles soient telles que 𝑥𝑦 = 1.
En effet, il y a trois combinaisons de zéro et un qui font
𝑥𝑦 = 0 et il y en a une qui fait 𝑥𝑦 = 1. Ensuite, selon la
règle d’addition des bits que nous avons rappelée précé-
demment, la condition 𝑎 + 𝑏 = 0 est possible uniquement
lorsque 𝑎 = 𝑏. Par conséquent, conformément à la règle
du jeu CHSH, il est plus avantageux qu’Alice et Bob s’ac-
cordent pour répondre tous les deux le même bit toujours
(soit 0 soit 1) quelle que soit la question qu’ils reçoivent.
Par exemple, une stratégie classique où 𝑓 (𝑥) = 0 pour
toute question 𝑥 envoyée à Alice et 𝑔(𝑦) = 0 pour toute
question 𝑦 envoyée à Bob, définirait un algorithme avec
lequel Alice et Bob pourraient gagner le jeu très souvent.
De plus, observons que de toutes les configurations pos-
sibles pour les questions 𝑥, 𝑦, la seule combinaison qui
fait 𝑥𝑦 = 1 est 𝑥 = 1 et 𝑦 = 1. Donc, avec l’algorithme ci-
dessus Alice et Bob perdraient le jeu uniquement lorsque
l’arbitre envoie la question 𝑥 = 1 à Alice et la question
𝑦 = 1 à Bob. Ceci veut dire qu’Alice et Bob perdraient le
jeu uniquement 1 fois sur 4 ! Autrement dit, Alice et Bob
gagneraient le jeu CHSH dans 75% des fois en utilisant
cette stratégie.

Pour ce jeu, nous pouvons écrire explicitement toutes
les fonctions possibles, c’est-à-dire tous les algorithmes
possibles. En effet, il y a 16 configurations différentes
qu’Alice et Bob peuvent adopter envers leur stratégie
conjointe. Il est possible également de calculer les proba-
bilités de réussite de chacune de ces stratégies. Ces calculs
montrent que, effectivement, la stratégie que nous avons
décrite ci-dessus est la meilleure qu’Alice et Bob puissent
adopter. En conclusion, Alice et Bob peuvent gagner le
jeu CHSH avec une probabilité de 75% en utilisant une
stratégie classique déterministe :

𝑃(gagner CHSH, classique) =
3
4

BOOK-READER Les 16 stratégies classiques pour CHSH
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Pour des raisons techniques, la version complète
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Compléments

Les 16 stratégies classiques pour CHSH

Les 16 configurations différentes qu’Alice et Bob
peuvent adopter envers leur stratégie classique
conjointe pour le jeu CHSH sont définies par les
fonctions suivantes :

𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 ∶ 𝐼𝐴 ⟶ 𝑂𝐴

𝑥
𝑓1⟼ 𝑓1(𝑥) ∶= 𝑥

𝑥
𝑓2⟼ 𝑓2(𝑥) ∶= 𝑥 + 1

𝑥
𝑓3⟼ 𝑓3(𝑥) ∶= 0

𝑥
𝑓4⟼ 𝑓4(𝑥) ∶= 1

𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4 ∶ 𝐼𝐵 ⟶ 𝑂𝐵
𝑦

𝑔1⟼ 𝑔1(𝑦) ∶= 𝑦
𝑦

𝑔2⟼ 𝑔2(𝑦) ∶= 𝑦 + 1
𝑦

𝑔3⟼ 𝑔3(𝑦) ∶= 0
𝑦

𝑔4⟼ 𝑔4(𝑦) ∶= 1

Conformément à la règle du jeu, les configurations
(𝑓3, 𝑔3) et (𝑓4, 𝑔4) s’avèrent être les bons candidats
pour fournir une stratégie optimale comme on a
expliqué précédemment. Nous pouvons calculer les
probabilités gagnantes de chacune des configura-
tions et garder celle qui donne la probabilité la plus
haute. En guise d’exemple, calculons la probabilité
gagnante de la stratégie (𝑓1, 𝑔1) et de la stratégie
(𝑓3, 𝑔3).

Stratégie (𝑓1, 𝑔1)

Étant donnés 𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1}, voyons quand l’équation
𝑎 + 𝑏 = 𝑥𝑦 est satisfaite lorsque Alice choisit sa
réponse 𝑎 en utilisant la fonction 𝑓1 et Bob choisit sa
réponse 𝑏 en utilisant la fonction 𝑔1.

— Si (𝑥, 𝑦) = (0, 0), alors 𝑎 = 𝑓1(𝑥) = 0 et 𝑏 =
𝑔1(𝑦) = 0. On a 0 + 0 = 0 ⋅ 0

— Si (𝑥, 𝑦) = (0, 1), alors 𝑎 = 𝑓1(𝑥) = 0 et 𝑏 =
𝑔1(𝑦) = 1. On a 0 + 1 ≠ 0 ⋅ 1

— Si (𝑥, 𝑦) = (1, 0), alors 𝑎 = 𝑓1(𝑥) = 1 et 𝑏 =
𝑔1(𝑦) = 0. On a 1 + 0 ≠ 1 ⋅ 0

— Si (𝑥, 𝑦) = (1, 1), alors 𝑎 = 𝑓1(𝑥) = 1 et 𝑏 =
𝑔1(𝑦) = 1. On a 1 + 1 ≠ 1 ⋅ 1

Avec cette stratégie, Alice et Bob gagneraient le jeu
seulement 1 fois sur 4 :

𝑃(gagner CHSH), (𝑓1, 𝑔1)) =
1
4𝑅(0, 0 | 0, 0) =

1
4

Stratégie (𝑓3, 𝑔3)

Étant donnés 𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1}, voyons quand l’équation
𝑎 + 𝑏 = 𝑥𝑦 est satisfaite lorsque Alice choisit sa
réponse 𝑎 en utilisant la fonction 𝑓3 et Bob choisit sa
réponse 𝑏 en utilisant la fonction 𝑔3.

— Si (𝑥, 𝑦) = (0, 0), alors 𝑎 = 𝑓3(𝑥) = 0 et 𝑏 =
𝑔3(𝑦) = 0. On a 0 + 0 = 0 ⋅ 0

— Si (𝑥, 𝑦) = (0, 1), alors 𝑎 = 𝑓3(𝑥) = 0 et 𝑏 =
𝑔3(𝑦) = 0. On a 0 + 0 = 0 ⋅ 1

— Si (𝑥, 𝑦) = (1, 0), alors 𝑎 = 𝑓3(𝑥) = 0 et 𝑏 =
𝑔3(𝑦) = 0. On a 0 + 0 = 1 ⋅ 0

— Si (𝑥, 𝑦) = (1, 1), alors 𝑎 = 𝑓3(𝑥) = 0 et 𝑏 =
𝑔3(𝑦) = 0. On a 0 + 0 ≠ 1 ⋅ 1

Avec cette stratégie, Alice et Bob gagneraient le jeu
3 fois sur 4. Nous pouvons montrer, avec des calculs
similaires, que la stratégie (𝑓4, 𝑔4) donne la même
probabilité gagnante que (𝑓3, 𝑔3) et que le reste des
stratégies donnent toujours une probabilité infé-
rieure.

𝑃(gagner CHSH, classique) = 𝑃(gagner CHSH, (𝑓3, 𝑔3))

=
1
4(𝑅(0, 0 | 0, 0)+𝑅(0, 0 | 0, 1)+𝑅(0, 0 | 1, 0)) =

3
4
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